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1 序論
数理計画問題とは、与えられた評価尺度に関して最
も良い解を求める問題 (最適化問題)の事であり、目的
関数や制約条件の種類によっていくつかのクラスに分
けることができる。例えば目的関数と制約条件全てが、
線形の等式又は不等式で表現するものは線形計画問題
である。一方で、目的関数又は制約条件の一部が非線
形の場合、非線形計画問題である。目的関数が二次式
で制約条件が一次方程式又は一次不等式の時が二次計
画問題である。また、線形計画問題のうち各変数に整
数制約が付加された時、整数計画問題と呼ぶ。この時、
全ての変数が 0又は 1をとる場合について 0-1整数計
画問題と言い、整数値と実数値を取る変数が混在して
いる場合は混合整数計画問題と言う。その中で、二次
計画問題となる混合整数計画問題は、混合整数二次計
画問題と呼ぶ。
近年、計算機環境の向上とアルゴリズムの発展によ
り、従来では解けない規模の整数計画問題が解けるよ
うになっている [1]。整数計画問題は、ポートフォリオ
最適化の分野にも様々な制約条件として現れており、そ
の中でも代表的なのが銘柄数制約である。
銘柄数制約は、「ポートフォリオを x 銘柄で構築す
る」、「リバランスを行う際に y銘柄以内に行う」とい
うものであり、売買手数料を減らしたりするため実務
的なニーズは非常に高い一方、整数計画問題として解
くことが困難であるため、Konnno and Yamamoto[5]
は、リスクの指標を絶対偏差にして求解した。
また銘柄数制約については、多くの研究で様々なア
ルゴリズムを提案しているが、非常にシンプルな制約
条件や一度銘柄数制約がない状態で解き、保有比率が
低いのを切り落としたのを使った (他の制約条件を満た
さなくなることもある)。
そのため、実務の運用の規模や制約条件を考慮する
とその有効性に疑問が残る。仮にある程度うまくいく
アルゴリズムだとしても異常値やイレギュラーなケー
スも含む、数多くの問題を求解する際にも安定的に稼
働するようにチューニングするためには非常にコスト
が掛かることが考えられ、実務家が運用で利用するの
は難しいと思われる。
そこで本研究では、整数計画問題に優れている商用
のソフトウエアCplexとGurobiを用いて、実運用でよ
く使われている運用方法の 1つ、クオンツ運用で解か
れる規模と制約条件に近い銘柄数制約付きポートフォ
リオ最適化問題の求解可能性をテストする。過去の研
究では、今回の制約条件で扱うトラッキングエラーと
銘柄数制約を両方一緒に厳密に取り扱ったことがほと
んどなかったので注目した。
2 二次制約及びトラッキングエラー
モデルを用いた定式化
クオンツ運用でよく用いられる平均・トラッキング
エラーモデルを使って、目的関数及び制約条件の定式
化を行っていく。また、ポートフォリオ最適化でよく
使われる個別乖離や業種乖離も制約条件に組み込んで
いく。
まず初めに平均・トラッキングエラーモデルとは、対
ベンチマーク (TOPIX)からの超過リターン、超過リ
スク (トラッキングエラー)を管理するモデルである。
次に、期待リターン情報 (投資シグナル)には、クオン
ツ運用でよく用いられるバリュー戦略である BPRと
EPRを等ウエイトで合成した投資指標を利用する。バ
リュー戦略とは簡単に言えば割安な株価を選択するこ
とである。また、BPRは 1株当たり株主資本を株価で
割ったものであり、EPRは当期純利益を発行済み株数
で割りEPSを求めた後、EPSを株価で割ることで求め
ることになる。この時、資産 iにおける期待リターン
は以下のように書ける。(Dは BPRと EPRをクロス
セクションで基準化したものを利用)
i = 0:5 × DBPRi + 0:5 × DEPRi (1)
次にリスクには標準的に用いられる Fama-
French[3],Carhart[4] の以下の 4 ファクターモデ
ル (マーケットファクター, サイズファクター, スタイ
ルファクター,モメンタムファクター)を用いて推計す
る。ファクターモデルとは、個別の銘柄やポートフォ
リオのリターンがどのような要因によって形成されて
いるかを明らかにするモデルであり、その要因が 1つ
と仮定した場合はシングルファクターモデルと言い、2
つ以上だとマルチファクターモデルと言う。今回の場
合は 4つなのでマルチファクターモデルにあたる。上
記の 4ファクターモデルの時、以下のように書ける。
ri = i+ i1f
mkt + i2f
smb + i3f
hml + i4f
wml + i
(2)
この時、ポートフォリオのトラッキングエラー [2]は
以下のように表現できる。
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となる。
ここで、設定変数と決定変数を以下のようにする。
設定変数
銘柄数：N , ファクター数：K = 4
ベンチマークウエイト：wTi , 期待リターン：i
リバランス前ウエイト：wOi , 回転率上限：TO
東証 33業種許容乖離：, 個別銘柄許容乖離：
銘柄数制約上限：
決定変数
超過ウエイト：wei , 購入ウエイト：wbi
売却ウエイト：wsi , 売買フラグ (0  1変数)：zi
超過ベータ：ek,
今回の目的関数としては、期待リターン最大化なの
で以下のようになる。
NX
i=1
iw
e
i (6)
第 i資産のベンチマークウエイト wTi からの超過ウエ
イト wei は、wi = (woi +wbi  wsi )をポートフォリオウ
エイトとすることで、以下のようになる。
wei = (w
o
i + w
b
i   wsi )  wTi (7)
リバランスを行う時に手数料を抑えるための回転率制
約は、以下のようになる
NX
i=1
(wbi + w
s
i )  2 TO (8)
東証 33業種に対して投資にばらつきが出ないように投
資銘柄数東証 33業種乖離は以下のようになる。
  
X
i2Gs
wei   (9)
1つの銘柄に集中投資しないようにするために超過ウ
エイト乖離制約は以下のようになる。
maxf wTi ; g  wei   (10)
多くの銘柄数に投資しないようにするために銘柄数制
約は以下のようになる。
NX
i=1
zi   (11)
資産 iを持っているか判断するために、保有変数定義
制約を以下のようにする。
woi + w
b
i   wsi  zi (12)
これより、以下のような二次制約つき混合整数二次計画
問題 (MIQP)のポートフォリオ最適化問題を求解する。
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3 数値実験
3.1 実験データ・実験方法
本研究の数値実験は、山本零博士に提供していだい
た、東証１部上場銘柄（約 1700）の 1990年 1月～2012
年 7月までの約 22年分のデータを使い、(13)式を解
いた。
使用した整数計画ソフトウエアは、IBM ILOG 社
の CPLEX Optimization Studio V12.5(以後 Cplex)
と Gurobi Optimization Inc. 社の Gurobi5.1.0(以後
Gurobi)の 2種類である。
実験手順として、2007年～2012年の 3月 (データセッ
ト 6セット分)におけるポートフォリオをパラメーター
の数値変更しながらMPSファイルを生成し、生成した
MPSファイルを使い Cplexと Gurobiで解いた。
また、得られたデータから二次制約であるトラッキ
ングエラー制約が整数計画ソフトウエアの計算時間に
大きな影響を与えていると考えられたので、トラッキ
ングエラー制約を抜いてもう一度数値実験を行った。設
定したパラメーター数値を表にまとめる。
今回は、表 1 のパラメーターの組み合わせ 32 種類
(4 4 2 1)に 2007年～2012年の 3月 (データセッ
ト 6セット分)における 192ケースを計算した。また、
今回利用した整数計画ソフトウエアは両方ともギャップ
表 1: 設定したパラメーター数値
パラメーター 数値
トラッキングエラー (TE)(%/年) 20,10,7,5
銘柄数 () 100,90,80,70
個別乖離 ()(%) 5,3
業種乖離 ()(%) 10
が 0になった時に厳密な最適解が得られたと判断され
るのだが、規模が大きい問題で実用的な時間内にギャッ
プ＝ 0の解を求めるのは難しいので計算時間の制約を
30分とした。
計算機環境は、Microsoft 社 windows7、64 ビット、
CPU2.4GHz、メモリ 24GBである。
3.2 実験結果
今回の計算結果はCplex, Gurobiそれぞれにおいて、
30分以内に 1.最適解が見つかった。2.実行可能解が見
つかった。3.実行可能解があるかどうかわからない (不
明)。という結果が得られたのでそれぞれのパターン及
びケース数の合計を表にまとめる。
表 2: パターン及びケース数
パターン Cplex Gurobi ケース数
(1) 最適解 最適解 120
(2) 最適解 実行可能解 19
(3) 最適解 不明 10
(4) 実行可能解 最適解 3
(5) 実行可能解 実行可能解 12
(6) 実行可能解 不明 10
(7) 不明 最適解 0
(8) 不明 実行可能解 5
(9) 不明 不明 13
また今回得られた 3種類の結果で理想的なのは、「最
適解」次に「実行可能解」最後に「不明」という順番であ
る。そのため (2)(3)(6)はCplexが、(4)(7)(8)はGurobi
が優位ということになる。このため表 2の (2)(3)(6)合
計パターン数が 39、(4)(7)(8)合計パターン数が 8なの
で、Cplexの方が優位と言える。
3.2.1 計算時間
表 3 より、Cplex の方が平均計算時間が短いので
Cplexの方が優位だといえる。また、表 2(1)の 120ケー
表 3: パターン (1)の計算時間まとめ
Cplex Gurobi
平均計算時間 (秒) 8.453 246.591
計算時間の標準偏差　 77.848 419.9
計算時間のMax(秒)　 857.63 1786.58
計算時間のMin(秒)　 0.09 0.09
スのうち 95ケースでCplexの方が計算時間が短かった
ので、ここでも Cplexの方が優位だといえる。
3.2.2 ギャップ (gap)
Cplex及び Gurobi両方とも 30分以内に最適解が求
まらず実行可能解が見つかった (パターン (5))場合で
ギャップの値を比較してみる。
表 4: パターン (5)のギャップまとめ
Cplex Gurobi
平均 Gap(%) 1.88 7.3
Gapの標準偏差　 3.43 4.06
表 4 より、Cplex の方が平均ギャップが小さいので
Cplexの方が優位だといえる。また、パターン (5)の
12ケースのうち 12ケース全てでCplexの方がGapが小
さかったので、ここでもCplexの方が優位だといえる。
3.2.3 目的関数値
表 5: パターン (5)の目的関数値まとめ
Cplex Gurobi
平均目的関数値 1.9677 1.9607
目的関数値の標準偏差　 0.207 0.162
基本的に計算時間が長ければ長いほど最大化での目
的関数値は大きくなり最適解を見つける。つまり 30分
の時間制約がある中で実行可能解がある場合、目的関
数値が大きい方が好ましい。なので表 5より、Cplexの
方が平均目的関数値が大きいので Cplexの方が優位と
いえる。また、パターン (5)の 12ケースのうち 9ケー
スで Cplexの目的関数値が大きくなったので、ここで
も Cplexの方が優位だといえる。
3.2.4 トラッキングエラーの影響
今回変化させたパラメーターは表 1にも書いた通り
だが、1つのパラメーターに複数の選択肢がある場合、
全ての組み合わせで Cplexと Gurobiを計算して、そ
れぞれのトラッキングエラーの数値ごとの計算結果の
変化をまとめる。
表 6: TE = 20; 10; 7; 5(%=年)時の結果
TE = 20 TE = 10 TE = 7 TE = 5
Cplex Gurobi Cplex Gurobi Cplex Gurobi Cplex Gurobi
最適解 48 48 48 44 36 24 17 7
実行可能解 0 0 0 4 11 14 14 18
不明 0 0 0 0 1 10 17 23
表 6より、TE の値が 7(%=年)から 5(%=年)に下が
ることで、30分以内に最適解を求めることができるケー
スが Cplex及び Gurobiで半分以下になることがわか
る。一方で、30分以内では不明というケースが Cplex
及び Gurobiで 2倍以上になっている。
3.2.5 トラッキングエラー制約なしにおける計算時間
3.2.4節で、トラッキングエラーの値によって計算結
果に大きな差があったので、トラッキングエラーの制
約を取り除いた時の結果を求めた。
今回は、トラッキングエラーの制約を無くすのでサ
ンプル数を増やすために個別乖離に 20,10を加えた。
表 7: 設定したパラメーター数値
パラメーター 数値
銘柄数 () 100,90,80,70
個別乖離 ()(%) 20,10,5,3
業種乖離 ()(%) 10
今回は、表 7 のパラメーターの組み合わせ 32 種類
(4 4 1)に 2007年～2012年の 3月 (データセット 6
セット分)における 96ケースを計算した
すると、今回は96ケース全てでパターン (1)のCplex,
Gurobi共に最適解という結果になった。
ここで計算時間の結果を表にまとめる。
表 8: トラッキングエラー制約なし計算時間
Cplex Gurobi
合計計算時間 10.9 10.78
平均計算時間 0.1135 0.1123
計算時間の標準偏差 0.0326 0.0218
計算時間Max 0.37 0.183
計算時間Min 0.06 0.094
表 8 より、二次制約である TE 制約を取り除くと
CplexとGurobiの差はほとんどないことがわかる。ま
た、合計計算時間や最大計算時間の場合Gurobiが優位
という結果となった。
4 結論と今後の課題
本研究では、CplexとGurobiを用いてクオンツ運用
で解かれる規模と制約条件に近い銘柄数制約付きポー
トフォリオ最適化問題を求解し、銘柄数制約の求解可能
性をテストした。表 2及び 4.2.1節～4.2.3節から、192
ケースのうち Gurobi の時の方が優位になったパター
ンもいくつかあったが全体的に見た場合、本研究では
Cplex優位のパターンや項目が多かった。また 4.2.4節
より、TE は Cplex及び Gurobi関係なく 30分以内に
最適解を得られるパターン数に大きな影響を与えた。
次に TE の二次制約を取り除いたもので数値実験し
たところ、Cplex, Gurobiとも同じくらいの結果となっ
た。これから言えることとしては、Gurobiは TEの二
次制約は苦手と考えられる。
今回の結果の一つとして、序論でも書いた注目すべ
き二次制約の TE を用いた最適化問題では、2013年 2
月の段階では、Cplexの方がGurobiに比べ収束速度が
速く、最適解への収束が行われない場合でもよりよい
暫定解を見つけやすいと言えるだろう。
今後の課題としては、Cplexの方がGurobiよりも優
位な場合が多いと結論づけたが、初期設定で Cplexで
はMIP EMPHASIS、GurobiならMIP Focusという
設定をする事で (混合整数最適化の探索戦略を決めるた
めの設定)、計算時間などを向上する可能性がある。
また、整数計画問題に強いと言われているソフトウ
エアは Xpress等他にもあるので、Cplexと Gurobi意
外にも比較対象として加えてみたほうが良い。
最後に、本来ツールの比較は複数種類の問題で行う
べきなので、ここに示したツールの比較は、ツール全
般の比較ではないということを記述しておく。
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